Funkce zadané parametricky

Dany je interval I, na ném spojité funkce ¢,¢ : I — R, kde funkce ¢ je navic prosta na I.
Studujeme funkci zadanou predpisem

fx) = (e~ (@)
Tedy pro defini¢ni obor resp. obor hodnot funkce f plati

Dy=(I) a Hp=1y()
O funkci f tikdme, Ze je zadand parametricky x = ¢(t) a y = ¢(t), kde t € I. Zajimé nés

graf této funkce, tj. mnozina

{(z, (@) [ 2 € (D)} = {(p(t),¥(1)) | t € I}.
Piiklad 1: Snadno se presvédéime (napf. derivovanim funkce @), ze pfi
r=pt)=3t—1t" a y=1)=2t—1*, kde I=(1,+00),

je funkce o(t) ostie klesajici na I = (1,+00), tedy prostd. Proto je funkce f(z) = ¥(p~!(z))
dobfe definovana. Jednoduse zjistime defini¢ni obor funkce Dy = ¢(I). Protoze ¢ je klesajici a
spojita na I, uréime ¢(I) spocitanim limit v obou krajnich bodech intervalu I tj., Dy = (—o0, 2).
Ukolem je zjistit graf této funkce. Abychom prevedli ilohu na zndmy postup ze zimniho semestru,
potiebovali bychom najit explicitni vyjadieni ¢~ (z), tj. vyjadtit ¢ pomoci z z rovnice x = 3t—13.
To pujde tezko. A jak si ukdzeme, ani to nenf nutné. Ted piiklad pferusime.

Vime, ze funkce f je spojitd na celém Dy, jelikoz je slozenim dvou spojitych funkei. Pro
vySetfeni grafu spojité funkce potiebujeme umét spocitat
1. limity funkce f(x) v krajnich bodech intervalu Dy,

xT

2. limity funkce £ v bodé o0, pokud je tento bod hromadnym bodem definiéniho oboru

Dy (kvuli zjisteni asymptot),
3. prvni derivaci f'(z) (kvuli zjistén{ extrému a monotonie funkce)
4. druhou derivaci f”(z) (kvuli zjisténi konvexnosti a konkavnosti funkce)
5. Pruseciky funkce s osami.
Jak postupovat, kdyZz neumime vyjadrit explicitné o' (z)?

1. Vypocet limity v krajnim bodé defini¢niho oboru:
Tvrzeni: Necht zy je krajnim bodem intervalu D;. Pak zfejmé zy = 2thrlrtl o(t), kde to
—to

je jednim ze dvou krajnich bodu intervalu I. Jelikoz ¢ je ostfe monoténni, nutné ¢, =

lim ¢~ '(z). Z véty o limité slozené funkce plati
Tr—xTQ

lim f(z) = lim ¥(p () = lim ¥(t).

r—T0 r—x0 t—to



2. Predpokladejme, ze 400 je krajnim bodem intervalu Dy = p(I). Pak 400 = tlir? ©(t), kde
—to

to je krajnim bodem intervalu I. Pak podle véty o limité slozené funkce plati

lim M— lim M_ limw

st e p(pTi(z)) ot p(t)

Pripad, kdy —oo je krajnim bodem intervalu D; = (), je analogicky.

3. Vypocet derivace funkce f v bodé z; € Dy. Protoze Dy = ¢(I), existuje t; € I takovy, ze
x1 = p(t1). Predpoklddejme, ze 1 i ¢ jsou diferencovatelné v bodeé t; a ¢(t1) # 0. Abychom
se vyhnuli nedorozumeéni, pokud budeme funkce ¢ a 1 derivovat podle jejich proménné z
intervalu 7, tak budeme derivaci vyznacovat teckou misto ¢arky. Tu ponechame na derivaci
funkce f pro proménnou z intervalu ¢(1). Z vét o derivaci slozené funkce a inverzni funkce
dostaneme

!/

Fllar) = (e (@1)) = ((  (21)) (¢ (21)" = ) = ——, kde z; =¢(t).

4. Pro vypocet druhé derivace funkce f” v bodé x; uz staci aplikovat pravidlo odvozené pro

prvni derivaci na funkei zadanou parametricky takto: y = £(t) = % ax = @(t). Tedy

f(h) zderivuj prvni derivaci % podle ¢ a dosad bod t;

F@) =S = B

5. Pruseciky funkce s osami jsou body typu (0, £(0)), pokud 0 € D; 0 nebo (z,0), pokud
0€ Hy a f(z) =0. Pruseciky ziskame tak, ze hleddme kofeny rovnice ¢(t) = 0 takové, ze
t € I. Tato teseni daji prusecik s osou y a jsou tvaru (0,%(t)). Pokud t € I je kofenem
rovnice ¥ (t) = 0, pak ma funkce prusecik s osou x, ktery je tvaru (¢(t),0).

[lustrujme ptredchozi navod na piikladé uvedeném vyse.
Piiklad 1 (pokracovani): Uz jsme odvodili, ze Dy = (—00, 2), pficemz

T T 43 B _ . _ . 43
2= i) = Jiy =) oo = Ty ol0) = i (31 )
Pamatujme si, ze krajni bod z¢ = 2 definiéniho oboru D vznikl z krajniho bodu ¢y = 1 intervalu
I = (1,400) a krajni bod zy = —oo defini¢ntho oboru D; vznikl z krajniho bodu t, = 400
intervalu I. Proto pro limity funkce f v krajnich bodech definiéniho oboru plati

. IRT IRT 42 _

iy () = lim (6) = lim(2¢ — £) = 1,

r—2

lim f(z) = lim ¥(t) = lim (2t — ) = —o0.

T——00 t—4o00 t—4o00



Zkoumat existenci asymptoty tvaru y = kx + ¢ pro funkci f ma smysl pouze v bodé —oo.
Kandidat na smérnici je

21" — 2
kzlimmzlimizo.
T—>—00 I to+oo 3t — 3

Parametr ¢ musi byt konecny a mél by splnovat

g= lim (f(z)—0) = lim f(z)= lim (2t —t*) = —occ.

T——00 T——00 t——+o0

Tedy koneéné ¢ nemame a funkce f nemé asymptotu.

Abychom ur¢ili extrémy a monotonii funkce f, spocitejme jeji derivaci

v(t)  2-2t
Cop(t) 332

=2(t+1)"",  kdex=t—t a te(l,+o0)

Tedy f'(x) > 0 pro kazdé x € Dy, a proto f je na celém svém definicnim oboru ostfe rostouci.
Maximalni hodnota funkce je f(2) = ¥(1) = 1.

Pro druhou derivaci plati

() — — kde z =t — ¢3 te(l .
@) == 3r ~serra=1 e a &l +o0)

Opét f”(x) > 0 pro kazdé = € Dy, a proto f je na celém svém definicnim oboru ostfe konvexni.

Pruseciky ziskdme feSenim rovnic ¢(t) = 3t — ¢3 a ¢ (t) = 2¢t — t>. Prvn{ rovnice m4 3 feSent:
0,4+/3, ale pouze feseni v/3 je z intervalu I. To odpovidé piseciku (0,1(v/3)) = (0,2v/3 — 3).
Druhd rovnice ma 2 feseni: 0,2. Pouze 2 patii do I. Odovidajici prusecik je (¢(2),0) = (—2,0).

Zkuste si sami ted namalovat graf funkce.

Mirné ted pozménime tdlohu: Je dany interval I a funkce ¢(t) a 9 (t) spojité na intervalu I.
Ukolem je zobrazit mnozinu bodu

{wy)|Gtel)z=pt) ay=1vt)} = {(et), ()|t € I}

Zména spociva v tom, ze nevyzadujeme, aby funkce ¢ byla prosta na intervalu I. Tim padem k
ni nemusi existovat inverzni funkce. Podaii-li se nam, napsat interval I jako sjednoceni kone¢né
mnoha intervalu

I'=15LUILU---UlI; takovych, Ze ¢ zizend na I; je prostd pro kazdé j=1,2,... k,
muzeme definovat k parametricky zadanych funkei f; pfedpisem: x = ¢(t),y = 1(t), kde t € I;

pro j = 1,2,...,k a graf kazdé funkce vysetiit zvast. Sjednoceni téchto k grafi pak bude tvofit
mnozinu, kterou jsme méli popsat.



Priklad 2: Vysetfete mnozinu bodu
{(3t —*,2t —1*) |t € R} .

Derivace funkce p(t) = 3t — t® je ¢(t) = 3 — 3t2. Derivace je spojitd a méni znaménku pouze
v bodech —1 a 1. Lze najit 3 intervaly, na kterych je funkce ¢ ostfe monoténni, a tedy prosta.
Budeme proto definovat tii funkce pro intervaly

I = (—o0,—1), IL=(-1,1), I3=(1,4+00)

a podle vyse popsaného postupu vysetiime kazdou funkci zvldst. Funkci f3 pro interval I3 uz

jsme vysettili v Prikladé 1.
Prvni a druhé derivace vsech tii funkei maji stejny predpis

fla)=20+1)" a fx)= 2 Ckdex—t— 1,

! 3 ! 9t +1)3(t—1)
ale kazd4 funkce sahd pro t do jiného intervalu. Proto napiiklad funkce fo, kde t € I, = (—1,1)
ma definiéni obor Dy, = (—2,2) a je na celém definiénim oboru rostouci a konkavni. Zatimco fi,
kde t € (—o0, —1) mé definiéni obor Dy, = (—2,+00), a je na celém definiénim oboru klesajici a
konvexni.
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Cyt—2xy? =32 —x

ot + oyt = 22y
ot + 2y = 42y
2z +y)(z+y) =z

(2* =y —y) =1

cay(@® —y?)+1=0

c oty 4yt = 4x?

(22 = y?)* + 42y =0

4

cat —yt =2 - 22

2P+ —2y=0
25 4 4P = 2y

2t 4yt = 2% P
ry(z +y) +2? = 2y°
(2% —y*)? =22

xt — y4 = 4x2y

ry(r —y)+x+y=0
2z —y)+y=0

2} (2% +y?) = Az — y)?
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z* + y* = 8xy?



